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RESUMEN

El propdsito de este trabajo es presentar un modelo matematico para un armond-
grafo formado por dos péndulos que oscilan entre si formando un angulo recto.
El modelo planteado parte de la suposicion de que los péndulos realizan un movi-
miento oscilatorio amortiguado, analizandolos primero por separado para hallar
las ecuaciones paramétricas y luego aplicando el principio de superposicion para
poder graficar el movimiento completo de la pluma en el tiempo. Para poder com-
probar el modelo, se construy6 un armonografo y se realizaron mediciones de la
frecuencia angular, las amplitudes y el factor de friccion para graficar mediante
un software las soluciones con los parametros obtenidos de manera experimen-
tal. Finalmente se comparara cualitativamente las graficas obtenidas mediante el
software, con las graficas obtenidas en el armondgrafo construido.

Palabra clave: armondgrafo, movimiento oscilatorio amortiguado, principio de
superposicion.

ABSTRACT

The purpose of this paper is to introduce a mathematical model for a harmono-
graph that consists of two pendulums which oscillate between each other forming
a right angle. The proposed model starts off with the supposition that the pendu-
lums make a damped oscillatory motion, being first analyzed separately in order
to find the parametric equations and then applying the superposition principle so
the complete motion of the pen in time can be graphed. To be able to prove the
model, a harmonograph was built and the angular frequency, the amplitudes and
the friction factor were measured in order to graph through software the solu-
tions with the obtained parameters in an experimental way. Finally, graphics we
got from the software will be qualitatively compared with the graphs we obtained
from the built harmonograph.
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INTRODUCCION

Un armondgrafo es un dispositivo que consta de dos o mas péndulos acoplados
unidos a una pluma, que por lo general oscilan en angulos rectos entre si. El
movimiento resultante puede producir curvas complicadas que eventualmente
terminan en un punto, debido a que el movimiento del péndulo se amortigua por
la friccion [1]. En ausencia de friccion (y para pequefios desplazamientos, las
ecuaciones generales del movimiento de péndulo nos llevan a las de movimiento
armonico simple), las curvas producidas por un armondgrafo serian curvas de
Lissajous.

En este trabajo se realiza el modelo matematico de un armondégrafo de dos pén-
dulos. Uno de los péndulos lleva acoplado una pluma y se encarga de moverlo de
adelante a atrés. El otro péndulo sirve para desplazar, en este caso de izquierda
a derecha, la superficie sobre la que se dibuja; una hoja de papel o una cartulina,
por ejemplo. El efecto combinado de los dos péndulos genera un movimiento que
dibuja sobre el papel una curva.

Variando la relacion de frecuencias y el desfase entre ambos péndulos, la curva
en cuestion puede ser completamente diferente: desde algunas tan simples como
circunferencias y elipses hasta otras figuras mas complejas.

En condiciones ideales, el movimiento oscilatorio se mantendria hasta que al-
guna fuerza externa detuviese el vaivén de los péndulos. Debido al rozamiento
con el aire y con el papel, los péndulos se van frenando poco a poco [2]. Cada
nueva trazada de la pluma se encuentra muy proxima a la anterior y el resultado
va adquiriendo una apariencia ondulatoria, como una especie de tela de araiia,
hasta que finalmente la trayectoria de la pluma se reduce a un tinico punto y se
detiene.

1. Fundamentacién matematica
1.1 Principio de superposicion

Es principio de superposicion es una herramienta mas matematica que fisica,
pero sirve para resolver de una manera mas sencilla algunos problemas fisicos,
como el que se da en el armondgrafo.

Basicamente dice que para una ecuacion diferencial ordinaria, lineal y homogé-
nea [3], si y,(x) y y,(x) son dos soluciones de la ecuacion, entonces la combina-
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cién lineal ¢, y, + ¢, y, también es una solucién para cualquiera de los valores de
las constantes ¢, y ¢,[4].

Sin embargo, el principio de superposicion no es de ninguna manera obvio en
cualquier aplicacion fisica y en muchas ocasiones no se cumple dado que las
ecuaciones diferenciales no cumplen con la linealidad [S]. Por lo tanto, su aplica-
bilidad sdlo es posible verificarla por medio de la experimentacion.

1.2 Analisis matematico del péndulo oscilante

El analisis empieza suponiendo que el armonografo construido esta formado por
dos péndulos que realizan un movimiento armoénico amortiguado.

La deduccion tedrica del modelo matematico para cada péndulo se obtiene de la
siguiente manera:

Figura 1.- Esquema del péndulo con amortiguamiento

Del diagrama de fuerzas podemos obtener la fuerza neta horizontal como:

dt
Suponiendo que los angulos de estudio son pequefios podemos decir que
sen(6) = 6. Por otro lado, suponemos que la fuerza de friccion es proporcional
a la velocidad del cuerpo pero directamente opuesta a él.

F =—mgsen(6)

Aqui b es una constante positiva, que depende de las propiedades de la pluma y
del papel mas las fricciones propias del mecanismo. Bajo estas consideraciones y
aplicando la Segunda Ley de Newton tenemos:
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2
_[ﬂ]x_bﬂzmd_f @
L dt dt

Reordenando los términos tenemos:

2
md—f+b@+(%jx:0 3)
dt dt L

Una solucién de esta ecuacion es:

x= xoeib} o coslwt+¢) (4

Donde:

Como el armondgrafo esta compuesto de dos péndulos vamos a tener dos ecua-
ciones del mismo tipo, que las trabajaremos como paramétricas para poderlas tra-
bajar y graficar més adelante. Usando el principio de superposicion, la solucion
completa que describira la figura que forma el armondgrafo sera la suma de las
dos soluciones. Las soluciones quedarian:

b

Vo cos(wlt +4, ) ©6)

x=x,e

bt/
y=ye " coslmt+¢,) (7

®)

©)
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El factor b no sera el mismo para cada péndulo, porque aunque es el mismo pa-
pel y la misma pluma la que se usa para los dos péndulos, las fuerzas de friccion
internas de los mecanismos de cada péndulo van a variar.

2. Experimentaciéon

2.1 Comprobacién de que la fuerza de friccién es proporcional a la veloci-
dad

Si suponemos que la fuerza de friccion es proporcional a la velocidad del péndulo
v = dx/dt, entonces también sera proporcional a la velocidad angular w = d0/dt.
Puesto que se sabe que en un movimiento circular se cumple que:

dx _ do
== (10)
dt dt

Como la energia del sistema se va perdiendo a causa del trabajo de la fuerza resis-
tiva, el tiempo de frenado sera proporcional también a la amplitud angular inicial.

Para comprobarlo realizamos mediciones del tiempo de frenado a diferentes an-
gulos en los dos péndulos y obtuvimos el siguiente resultado

Tiempo de frenado vs. Angulo incial
Péndulo grande
45,00
Z 40,00 y=6,7153x+0,1103
_E 35,00 R>=0,9944
E 30,00
P 25,00
2 20,00
E 15,00
& 10,00
5,00
0,00
0 2 4 6 8
Angulo inicial (grados)

Figura 2.- Tiempo de frenado para el péndulo grande
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Tiempo de frenado vs. Angulo incial
Péndulo pequeiio
40,00
y =5,1438x+5,0921 -
= B0 R?=0,995
2 30,00
% 2
£ 2500 +
2 =
S 20,00 +
3
2 15,00 -
£
2 10,00 - £
=
5,00 -
0,00
0 2 4 6 8
Angulo inicial (grados)

Figura 3.- Tiempo de frenado para el péndulo pequeiio

Como vemos el tiempo de frenado es directamente proporcional al angulo inicial
0. Con esto verificamos que:

dx
‘=—bv=—b— 11
f v it (€9))

2.2 Medicion del tiempo de vida media

Para calcular el tiempo de vida media 1, se midié experimentalmente el tiempo en
el que la amplitud se reduce a la mitad.

Si en la ecuacion (4) decimos que T = 2m/b, entonces tendriamos:

—t/
x=x,e " coslwyt +¢,) (12)

Analizando que 1 representa el tiempo en el que la amplitud se reduce a la mitad,
tendriamos:

Xo Vz a3)
—=xe’"
D o

Despejando 7 tendriamos:
t
T=
In(2)

(14)
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Los resultados obtenidos en los dos péndulos para diferentes angulos fueron:

Tabla 1: Tiempos de vida media para el péndulo grande

Angulo t(s) T(8)
20° 8,60 12,41
25° 10,32 14,89
30° i 16,98

Tabla 2: Tiempos de vida media para el péndulo pequeiio

Angulo t(s) T(s)
20° 11,58 16,71
25¢ 12,96 18,70
300 14,51 20,93

2.3 Medicién de la frecuencia angular y la amplitud

Aunque sabemos que la frecuencia angular en una oscilacion amortiguada no es
estrictamente periddica [6], podemos hacer la consideracion de que en intervalos
cortos se puede aproximar.

Por lo tanto medimos el tiempo en que cada péndulo realizé cinco oscilaciones
para poder obtener el periodo 7 dividiendo este tiempo para cinco. Los resultados

obtenidos fueron:

Tabla 3: Frecuencia angular para el péndulo grande

T(s) + AT (s) o (s7) + Ao (s7)

1,49 0,02 4,22 0,28

Tabla 4: Frecuencia angular para el péndulo pequeiio

T(s) + AT (s) o (s + Ao (s1)

1,59 0,01 3,96 0,25
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Para finalizar con el registro de datos medimos las amplitudes para diferentes
angulos. Los resultados fueron los siguientes:

Tabla 5: Amplitudes para el péndulo grande

e A
200 4,00
25 5,00
300 6,00

Tabla 6: Amplitudes para el péndulo pequefio

‘ A (cm
Angulo + Ofl cr)n
20° 3,00
25° 4,00
30° 5,00

3. Resultados

3.1 Ecuaciones paramétricas

El modelo matematico plantea como solucion obtener las ecuaciones paramétri-
cas para cada péndulo. Las ecuaciones obtenidas en base a los datos procesados

se muestran en las siguientes tablas:

Tabla 7: Ecuaciones para el péndulo grande

Angulo Ecuacion

200 | y[em]= 4e/n cos(4,22¢)
25° | ylem]= s /1w cos(4,22¢)

30° | y[em]= ge /168 cos(4,221)
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Tabla 8: Ecuaciones para el péndulo pequeiio

Angulo Ecuacién
20° | xfom]=3¢ 797 cos(3,961)
25 | Aom]=4e /57 cos(3,961)
30° | xfom]= 5670 cos(3,961)

3.2 Grificas del armondgrafo
Para graficar se utilizo el programa Graph [7], que es un software gratuito.

Las graficas resultantes para diferentes angulos fueron las siguientes:

Figura 4.- Grifica para un dangulo de 20°
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Figura 5.- Grifica para un angulo de 25°

[ e o]

Figura 6.- Grifica para un dngulo de 30°

A continuacion se muestra una foto de la figura que realiza el armondgrafo origi-
nal con un angulo de 30°:

Grifico 7.- Grifica realizada por el armondgro para un angulo de 30° en
cada péndulo
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4. Conclusiones

En base a los resultados podemos aceptar como valida la aplicacion del principio
de superposicion puesto que esta suposicion fue comprobada con experimentacion.

También podemos observar en la grafica que variar el angulo inicial afecta solo
a la amplitud de la figura y no a la forma. La forma es afectada por la frecuencia
angular ®.

La mayor limitacion de este trabajo esta en que no se hizo experimentacién con
los péndulos desfasados. Se hizo la experimentacion siempre con los dos angulos
en fase y con un angulo de fase ¢ = 0°. Realizar la experimentacion con distintos
angulos de fase queda para posteriores trabajos acerca del tema.
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